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Popis systému

Normálnı́, regresnı́ model

yk = h′kθ + ek, ek ∼ N (0, r) . (1)

hk ≡ [uk, uk−1, . . . , uk−nu ,−yk−1, . . . ,−yk−ny ]′ ∈ Rp je známý
regresnı́ vektor dat;
θ ∈ Rp je náhodný vektor neznámých parametrů modelu;
ek je normálně rozdělený, diskrétnı́ bı́lý šum se známou a
konstantnı́ varianci r



Inferenčnı́ problém

Bayesův vzorec - funkcionálnı́ rekurze

f
(
θ
∣∣Dk

1−n, r
)︸ ︷︷ ︸

posteriornı́ fhp

∝ f
(
yk
∣∣hk, θ, r)︸ ︷︷ ︸

parametrický model

f
(
θ
∣∣Dk−1

1−n, r
)︸ ︷︷ ︸

predikčnı́ fhp

. (2)

f(θ|D0
1−n, r) je apriornı́ fhp inicializujı́cı́ rekurzi;

Dk
1−n ≡ {uγ , yγ}

k
γ=1−n je množina vstupně-výstupnı́ch dat;

f
(
yk
∣∣hk, θ, r) = N

(
h′kθ, r

)
;

f
(
θ
∣∣Dk−1

1−n, r
)

= N
(
θ̂k|k−1, rPk|k−1

)



Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém - elipsa chyb

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

θ1(-)

θ 2
(-

)

f(θ|D0
0,r)



Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém

Modifikovaný Bayesův vzorec - predikčnı́ fhp vzniká zploštěnı́m
posteriornı́ fhp

f
(
θk
∣∣Dk

1−n, r
)
∝ f

(
yk
∣∣hk, θk, r)f(θk−1

∣∣Dk−1
1−n, r

)λ
. (3)

λ ∈ (0, 1) je faktor zapomı́nánı́;
metoda předpokládá pomalé změny ve vývoji parametrů, tedy
θk+1 ≈ θk



Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém - elipsa chyb
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Inferenčnı́ problém - regularizované odhadovánı́

Parametrická rovnice modelu

yk = g(hk, θk) + ek, ek ∼ N (0, 1/dk) . (4)

g(·) je známá diferencovatelná funkce;
1/dk je neznámou variancı́;
Θk ≡ {θk, dk} bude dále označovat uspořádanou množinu
neznámých parametrů

Formálnı́ rovnice vývoje parametrů

Θk = Θk−1. (5)



Inferenčnı́ problém - regularizované odhadovánı́

Externı́ informace popisujı́cı́ chovánı́ systému

θ0 = αk + wk, wk ∼ N
(
0,Ξ−1

k /dk
)
, (6)

d0 = βk, βk ∼ W
(
Σc;k, νc;k

)
, (7)

αk ∈ Rp je známý vektor;
Ξk je známou normalizovanou informačnı́ maticı́ vektoru wk ∈ Rp;
W(·) je Wishartova fhp s νc;k stupni volnosti;
Πk ≡ {αk,Ξk,Σc;k, νc;k}



Inferenčnı́ problém - aktualizace predikčnı́ fhp

Parametrický model

f
(
yk
∣∣hk,Θk

)
'
(
2π/dk

)−1/2 (8)

× exp
[
−
[
θ′k, 1

]
ψi,kψ

′
i,k

[
θ′k, 1

]′
dk/2

]
,

kde tvar pomocného vektoru ψi,k

ψi,k =
[
ζ ′i,k, −yk + gk(hk, θ̂i,k)− ζ ′i,kθ̂i,k

]′
,

ζi,k = ∂gk(hk, θk)/∂θk|θk=θ̂i,k

(9)

vycházı́ z Taylorova rozvoje g(hk, θk) v okolı́ θ̂i,k.



Inferenčnı́ problém - aktualizace predikčnı́ fhp

Predikčnı́ fhp

f
(
Θk

∣∣Dk−1
1−n,Πk−1) = N

(
θ̂k|k−1, Pζ;k|k−1/dk

)
W
(
Σk|k−1, νk|k−1

)
(10)

∝ d(νk|k−1+p−2)/2

k exp
[
−
[
θ′k, 1

]
Vk|k−1

[
θ′k, 1

]′
dk/2

]
se statistikami θ̂k|k−1, Pζ;k|k−1 = bPζUk|k−1

bPζDk|k−1
bPζU ′k|k−1 a Σ−1

k|k−1

generovanými dekompozicı́ matice Pk|k−1 ≡ V −1
k|k−1,

Pk|k−1 =

[bPζUk|k−1 θ̂k|k−1

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

bPUk|k−1

[
bPζDk|k−1 0

0 Σ−1
k|k−1

]
︸ ︷︷ ︸

bPDk|k−1

[
bPUk|k−1

]′
. (11)



Inferenčnı́ problém - aktualizace predikčnı́ fhp

Funkce hustoty pravděpodobnosti f(Θk

∣∣Πk)

f
(
Θk

∣∣Πk

)
∝ d

(νc;k
∏k−1
γ=0 λγ+1|γ+p−2)/2

k (12)

× exp
[
−
[
θ′k, 1

]
Vc;k

k−1∏
γ=0

λγ+1|γ
[
θ′k, 1

]′
dk/2

]
,

kde

Vc;k =

[bΞLk 0
−α′k 1

] [bΞDk 0
0 Σc;k

] [bΞLk 0
−α′k 1

]′
. (13)



Inferenčnı́ problém - aktualizace predikčnı́ fhp

Modifikovaný Bayesův vzorec pro f(Θk|Dk
1−n,Πk)

f
(
Θk

∣∣Dk
1−n,Πk

)
= N

(
θ̂k|k, Pζ;k|k/dk

)
W
(
Σk|k, νk|k

)
∝

k∏
κ=k1+1

f
∏k−1
γ=κ λγ+1|γ

(
yκ
∣∣hκ,Θk

)
×
f
(
Θk

∣∣Dk1
1−n,Πk1

)
f
(
Θk

∣∣Πk

)
f
(
Θk |Πk1

) , (14)

kde volbou k1 přepı́náme mezi off-line (k1 = 0) a on-line (k1 = k − 1)
strategiı́ učenı́.



Inferenčnı́ problém - aktualizace predikčnı́ fhp

Aktualizace predikčnı́ch statistik

νk|k = νk|k−1 + 1 + (νc;k − νc;k−1)

k−1∏
γ=0

λγ+1|γ︸ ︷︷ ︸
rk

, (15)

Vk|k = Vk|k−1 + ψi,kψ
′
i,k + (Vc;k − Vc;k−1)

k−1∏
γ=0

λγ+1|γ︸ ︷︷ ︸
Rk

. (16)

volbou rk = νc;k − λk|k−1νc;k−1 a Rk = Vc;k − λk|k−1Vc;k−1

odstranı́me efekt zapomı́nánı́ na tu část informace, která je
dodávána externě



Rozhodovacı́ problém

Vstupy do statistického rozhodovánı́
Volba predikčnı́ fhp se uskutečňuje na bázi slučovánı́ dı́lčı́ch
predikčnı́ch alternativ. Tato úloha může být chápána jako statistický
rozhodovacı́ problém:

v našem přı́padě je parametrický prostor f∗H tvořen dvojicı́
alternativ

f0(Θk+1) ≡ N
(
θ̂k|k, Pζ;k|k/dk+1

)
W
(
Σk|k, νk|k

)
;

f1(Θk+1) ∝ d(p−2)/2k+1 ;

mı́ra nesouladu mezi dvojicı́ fhp je ohodnocena
Kullbackovou-Leiblerovou divergenci (KLD)

D
(
f
(
Θ
)
‖fH

(
Θ
))
≡
∫

Θ∗
f
(
Θ
)

ln

(
f
(
Θ
)

fH
(
Θ
)) dΘ; (17)



Rozhodovacı́ problém

Vstupy do statistického rozhodovánı́
nezáporné odhady ztrát %∗H ≡ {%0, %1} poskytujı́ zpětnou vazbu o
přesnosti dosažené jednotlivými predikčnı́mi alternativami

%0 ≡
(
1 + ρ

)
D
(
f
(
Θk

∣∣∣Dk
1−n,Πk

)∥∥f(Θk

∣∣Dk−1
1−n,Πk−1

)
, (18)

%1 ≡ D
(
f
(
Θk

∣∣∣Dk
1−n,Πk

)∥∥f1

(
Θk

))
, (19)

kde ρ ≥ 0 je uživatelem definovaný faktor;
prvky vektoru pravděpodobnostı́ ϕ ≡ [ϕ0, ϕ1]′ jsou přidružené ke
každé z přı́pustných realizacı́ výrazu {fH , %H};



Rozhodovacı́ problém

Vstupy do statistického rozhodovánı́
Ztrátový funkcionál ohodnocujı́cı́ krok časové aktualizace je ve tvaru

φ
(
f
(
Θk+1

)
, ϕ
)
≡ E{fH ,%H}

[
D
(
f
(
Θk+1

)∥∥fH(Θk+1

))
− %H

]
=

1∑
i=0

ϕi
[
D
(
f
(
Θk+1

)∥∥fi(Θk+1

))
− %i

]
. (20)



Rozhodovacı́ problém

Optimálnı́ strategie zapomı́nánı́
Optimálnı́ strategie kombinujı́cı́ f0(Θk+1) a f1(Θk+1) s ohledem na

normalizujı́cı́ omezenı́
∫

Θ∗
f̂(Θk+1) dΘk+1 = 1 je dána

f̂
(
Θk+1

)
=

fϕ0
0

(
Θk+1

)
fϕ1

1

(
Θk+1

)∫
Θ∗f

ϕ0
0

(
Θk+1

)
fϕ1

1

(
Θk+1

)
dΘk+1

= arg min
f(Θk+1)

φ
(
f
(
Θk+1

)
, ϕ
)
.

(21)

Časová aktualizace statistik {θ̂k|k, Pζ;k|k,Σk|k, νk|k}
Mechanismus slučovánı́ se substitucı́ λk+1|k ≡ ϕ̂0 vede na aktualizaci

Vk+1|k = λk+1|kVk|k, (22)

νk+1|k = λk+1|kνk|k. (23)



Rozhodovacı́ problém

Automatické nastavovánı́ faktoru zapomı́nánı́
Hledánı́ hodnoty parametru ϕ, který je maximem funkce

ϕ̂ = arg max
ϕ

min
f(Θk+1)

φ
(
f
(
Θk+1

)
, ϕ
)

(24)

je ekvivalentnı́ k hledánı́ takového ϕ, který splňuje následujı́cı́
podmı́nky:

D
(
f̂
(
Θk+1

)∥∥fi(Θk+1

))
− %i = µ, all i such that ϕi > 0 (25)

D
(
f̂
(
Θk+1

)∥∥fi(Θk+1

))
− %i ≤ µ, all i such that ϕi = 0 (26)



Rozhodovacı́ problém

Výpočet faktoru zapomı́nánı́
Vyhodnotı́me-li hodnotu faktoru zapomı́nánı́ (λk+1|k ≡ ϕ̂1) podle
uvedeného postupu, pak obdržı́me výpočet

λ−1
k+1|k = 1 +

ρ+ 1

p+ 1

{
ln

(∣∣bPζDk|k−1

∣∣∣∣bPζDk|k
∣∣
)

+ tr
(
Vζ;k|k−1Pζ;k|k − Ip

)
+ νk|k−1 ln

(
Σk|k

Σk|k−1

)
− νk|k

(
1− Σk|k−1Σ−1

k|k
)

+
νk|k

Σk|k

(
θ̂k|k − θ̂k|k−1

)′
Vζ;k|k−1

(
θ̂k|k − θ̂k|k−1

)
+
(
νk|k−1 − 1

)
ln

(
νk|k−1

νk|k

)
+
νk|k−1

νk|k
+ νk|k − νk|k−1 − 1

}
(27)



Rozhodovacı́ problém

Výpočet faktoru zapomı́nánı́ - pokračovánı́
doprovázený vztahem

Vζ;k|k = λk|k−1Vζ;k−1|k−1︸ ︷︷ ︸
Vζ;k|k−1

+ζM,kζ
′
M,k +Rζ;k, (28)

kde Rζ;k je submatice vnořená v prvnı́ch p řádcı́ch a sloupcı́ch matice
Rk a Vζ;k|k = P−1

ζ;k|k.



Výsledky simulace

Sledovánı́ náhle změny parametrů - Hammersteinuv model

yk = −ayk−1 + η1uk−1b+ η2u
2
k−1b+ η3u

3
k−1b+ ς + ek;

θk = [a, ς, η1, η2, η3]′ protože b = 1 + a;

εk ≡
∥∥θk − θ̂k|k∥∥2

2

∥∥θk∥∥−2

2
je kritériem kvality odhadovánı́;

ek ∼ N
(
0, 10−4

)
a vstup uk je rovnoměrně rozdělený na intervalu

[−2, 2];
perioda vzorkovánı́ 1 s.



Výsledky simulace
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Výsledky simulace

Sledovánı́ náhodné procházky parametrů - Hammersteinuv
model

θk+1 = θk + w̄k, kde w̄k ∼ N
(
0,diag[0, 0.1, 0.5, 0.5, 0.5]

)
.



Výsledky simulace
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Výsledky simulace
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