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Co je to robot?

Mobilni robot, UGV -
unmanned ground vehicle
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Co je to robot?

é

T

Létajici roboti (nap¥. drony)

Mobilni robot, UGV -
unmanned ground vehicle

Manipulatory (nap¥. Franka
Emika Panda)
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Konfigurace robota

» Kompletni specifikace kazdého bodu na robotovi.

"z

Konfigurace je popsana
thlem 6.
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Konfigurace robota

» Kompletni specifikace kazdého bodu na robotovi.

"z

Konfigurace je popsana
thlem 6.

(z,y)

X

Bod v rovin& je popsan
dvéma soufadnicemi.
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Konfigurace robota

» Kompletni specifikace kazdého bodu na robotovi.

"z

Konfigurace je popsana
thlem 6.

(z,y)

X

Bod v rovin& je popsan
dvéma soufadnicemi.

Konfigurace planarniho
tuhého télesa se sklada z
pozice a orientace.
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Stupné volnosti (DoF)

» Minimalni pocet soufadnic potfebnych k reprezentaci konfigurace.
> dvefe: 1
> bod v roving: 2
> tuhé téleso v roviné: 3
> manipuldtory: od 1 (nap¥. rotaéni stil) do desitek (humanoidi)
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Stupné volnosti (DoF)

» Minimalni pocet soufadnic potfebnych k reprezentaci konfigurace.
> dvefe: 1
» bod v rovin&: 2
> tuhé téleso v roviné: 3
> manipuldtory: od 1 (nap¥. rota¥ni stdl) do desitek (humanoidi)
» Urceni DoF
> (soutet volnosti bodi) - (potet nezavislych omezenf)
> Tuhé téleso
> Vzdilenost mezi libovolnymi dvéma danymi body na tuhém télese zlistava konstantn{
> P¥iklad: omezeni pro N bod( rovinného tuhého objektu

> U nékterych robotil je uréeni poctu stupiili volnosti netrividln{

RL?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
/\J Viadimir Petrik 4/21



Konfiguraéni prostor - C

» N-rozmérny prostor (!N odpovidd po&tu stupiiti volnosti)
» KaZdy bod konfiguraéniho prostoru odpovida jedné konfiguraci
» QObsahuje v8echny mozné konfigurace robota

"z

C : (0°,180°) nebo
C : (—180°,180°)
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» N-rozmérny prostor (!N odpovidd po&tu stupiiti volnosti)
» KaZdy bod konfiguraéniho prostoru odpovida jedné konfiguraci
» QObsahuje v8echny mozné konfigurace robota
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.
(2,9)
%
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Konfiguraéni prostor - C

» N-rozmérny prostor (!N odpovidd po&tu stupiiti volnosti)
» KaZdy bod konfiguraéniho prostoru odpovida jedné konfiguraci
» QObsahuje v8echny mozné konfigurace robota

/o 7 )
Y
.
(2,9)
%
C : (0°,180°) nebo C. R
C : (—180°,180°) :
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Pohyb tuhého télesa v roviné

| 2

K tuhému télu pFipevnime s.s. (frame) {b}
> Casto se umistuje do t&Zigté (ale neni vyzadovano)
> Lze umistit mimo télo

> S.s. {b} se nepohybuje vzhledem k t&lu

Vi

)A(b

"o

{b}

o)
lhs
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Pohyb tuhého télesa v roviné

| 2

| 2

K tuhému télu pFipevnime s.s. (frame) {b}
> Casto se umistuje do t&Zigté (ale neni vyzadovano)
> Lze umistit mimo télo

> S.s. {b} se nepohybuje vzhledem k t&lu
Vybereme pevny referenéni s.s.

» stfed mistnosti
» roh stolu
» zdkladna manipulatoru

Vi

)A(b

"o

{b}

o)
lhs
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Pohyb tuhého télesa v roviné

Vb "o
VA /' {b}
P

s

» K tuhému télu pFipevnime s.s. (frame) {b} s
> Casto se umistuje do t&Zigté (ale neni vyzadovano)
> Lze umistit mimo télo
> S.s. {b} se nepohybuje vzhledem k t&lu

> Vybereme pevny referencni s.s.
> stfed mistnosti
> roh stolu T

> zikladna manipulatoru positive

rotation CTD

» VSechny s.s. jsou pravotolivé
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Pohyb tuhého télesa v roviné
ib
i A
> Konfigurace objektu je urgena VA / {b}
> pozici s.s. objektu vzhledem k referenénimu s.s. / P
> orientaci s.s. objektu vzhledem k referenénimu s.s. . o=
S Xs
QLP%‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Pohyb tuhého télesa v roviné

Xb

> Konfigurace objektu je uréena VA / {b}
» pozici s.s. objektu vzhledem k referen¢nimu s.s. / P
P orientaci s.s. objektu vzhledem k referenénimu s.s. -

» Pozice s.s. objektu

> p :pmis +py'gs S R?
> Pokud je referen¢ni s.s. jasny z kontextu: p = (ps,py) "
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Pohyb tuhého télesa v roviné
ib
i A
> Konfigurace objektu je urgena VA / {b}
> pozici s.s. objektu vzhledem k referenénimu s.s. / P
> orientaci s.s. objektu vzhledem k referenénimu s.s. o=
» Pozice s.s. objektu s} X5
> p=Dp.ls +py'gs eR?
> Pokud je referen¢ni s.s. jasny z kontextu: p = (ps,py) "
» Orientace
> Uhel 6 € (0°,360°)
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Pohyb tuhého télesa v roviné

Xb

A

ety
[=n

» Konfigurace objektu je uréena VA

» pozici s.s. objektu vzhledem k referen¢nimu s.s. /
P orientaci s.s. objektu vzhledem k referenénimu s.s. -

{b}

A\

» Pozice s.s. objektu

> p :pz-j\:s +py'gs S R?
> Pokud je referen¢ni s.s. jasny z kontextu: p = (ps,py) "
» Orientace
> Uhel 6 € (0°,360°)
» Vhodné pro dal$i vypotty:
Zp = +cosOT4 + sin OY,
Yp = —sin 0L 4 + cos 09,

Rota&ni matice R = (&, ) = (COSG o 9)

sinf)  cos®
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SO(2)

> R ma 4 &isla, ale pouze 1 DoF - 3 nezavisla omezeni

> oba sloupce jsou jednotkové vektory
> sloupce jsou navzajem ortogondlni
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SO(2)

> R ma 4 &isla, ale pouze 1 DoF - 3 nezavisla omezeni

> oba sloupce jsou jednotkové vektory
» sloupce jsou navzdjem ortogonalni
» Mnozina viech rota¢nich matic je SO(2) , tzn. R € SO(2)
» Special Orthogonal group
> det(R) =1
» RR" =1,ie R°'=R"
> (Ri1R2) R3s = Ry (R2R3)
> Ri1Rs? =7TRoR;
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SO(2)

> R ma 4 &isla, ale pouze 1 DoF - 3 nezavisla omezeni

> oba sloupce jsou jednotkové vektory
> sloupce jsou navzajem ortogonaln{
» Mnozina viech rota¢nich matic je SO(2) , tzn. R € SO(2)
» Special Orthogonal group
> det(R) =1
» RRT =1,ie R"'=R"
> (Ri1R2) R3s = Ry (R2R3)
> Pro 50(2) R1R2 = RgRl
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SO(2)

> R ma 4 &isla, ale pouze 1 DoF - 3 nezavisla omezeni

> oba sloupce jsou jednotkové vektory
» sloupce jsou navzdjem ortogonalni

» Mnozina viech rota¢nich matic je SO(2) , tzn. R € SO(2)
» Special Orthogonal group

det(R) =1

RR" =1, ie R°'=RT

(R1R2) R3 = Ry (R2R3)

Pro 50(2) R1R2 = RgRl

» PouZiti rotaéni matice

vVvyVvyy

» pro reprezentaci orientace s.s.
» pro zménu referenéniho s.s., ve kterém je vektor reprezentovan
» pro otoleni vektoru nebo s.s.
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SE(2)
ib
» Par (Rap, ) b ¢
> reprezentuje konfiguraci objektu vk {b}
/p/'
-
{S} Xs
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SE(2)
ib
» Pir (Ru, P) Vb G
> reprezentuje konfiguraci objektu VA /' {b}
> méni referendni s.s. vektoru / )
Vo = Rapvp + P >
{S} Xs
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SE(2)
ib
» Par (R, p) Vb G
> reprezentuje konfiguraci objektu VA /' {b}
> méni referendni s.s. vektoru / P
Vg = Rabvb +p -
> posouva vektor/s.s. (R,t) {s} Xs
Rioved = Rap R timoved = Rapt + p
‘ﬂ'?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
[YFS Viadimir Petri 9/21



SE(2)

» Pér (Rap, p)
> reprezentuje konfiguraci objektu
> meéni referen&ni s.s. vektoru
Vg = Rabvb +p
> posouva vektor/s.s. (R,t)
Rmoved = RabR tmoved = Rabt + P

» P¥ipadn& v homogennich soufadnicich T, = <

Special Euclidean Group

reprezentuje translaci i rotaci v jedné matici
H

H _
v, = Ty,

(T2) T3 = T1 (T2T3)
T\Ty # ToT,

vyvVvyyVvyy

Rab b

OT

ety
[=n

Xb

A

A\

{b}

1

) € SE(2)
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SE(2)

Xb

A

ety
[=n

> Par (R, p)

> reprezentuje konfiguraci objektu '\

{b}

A\

> meéni referen&ni s.s. vektoru /
Vg = Rabvb +p -

> posouva vektor/s.s. (R,t) {s} X
Rioved = Rap B timoved = Rapt + p

> P¥ipadn& v homogennich soutadnicich Ty, = <R“b p) € SE(2)

o' 1

Special Euclidean Group
reprezentuje translaci i rotaci v jedné matici
vf = Tabvg{
(T2) T3 = T1 (T2T3)
Ty # ToT
Inverze 7!

> vypolet inverze matice je vypoletn& narolny

RT —RTt
> 71—
m=(r 1Y)

VvVvyVvVYYVYY
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SE(2) ptiklad

Tnext = Tcurrenth(5x) Tnext = TcurrentTG((sG) Tnext = Tcurrenth((sx)
Delta transformace jsou definovany v s.s. robota.

100

0.75 4
0.50 1
0.251

0.00 1 L-—ul

—0.25

y[m]

—0.50

—0.75

-1.00 : T : T i
-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
x [m]
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SE(2) ptiklad

Tnext = Tx (5x)Tcurrent Tnext = TG (50)Tcurrent Tnext = Ta: (6$)Tcurrent
Delta transformace jsou definovdny v referenénim s.s.
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SE(2) ptiklad

Tnext = T;r: (613)Tcurrent Tnext = T@ (50)Tcurrent Tnext = TCC (5:(:)Tcurrent
Delta transformace jsou definovany v referenénim s.s.

100

0.75

0.50

0.25

0.00

i
d b

y[m]

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 4

—1.00 T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x [m]
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SE(2) ptiklad kamera

Tsr = (%('?) D
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SE(2) ptiklad kamera

0" 1 9
t
S
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SFE(2) pfiklad kamera
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SFE(2) pfiklad kamera
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SFE(2) pfiklad kamera

o' 1
Jak spotitat vg?

Toe— (L (01 0)T>
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SFE(2) pfiklad kamera

0" 1
Jak spotitat vg?
Tsc = TsrTre
vs = Tscve

Toe— (L (01 0)T>

/ﬁ‘iv?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
WF

Vladimir Petrik
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Rozsifeni do SO(3) a SE(3)

> SO(3)
> det(R) =1
» RR" =1,ie R"'=R"
> (RiR2) Ry = Ri (R2R3)
> RiR:? ="RoR;
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Rozsifeni do SO(3) a SE(3)

> SO(3)
> det(R) =1
» RR" =1, ie R"'=RT
> (RiR2) R3 = Ry (R2R3)
> RiRs # Ry Rp obecné
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Rozsifeni do SO(3) a SE(3)

> SO(3)
> det(R) =1
» RR" =1, ie R"'=RT
» (R1R3) R3 = Ri (R2R3)
> RiRs # Ry Rp obecné
> SE(3)
> vl =Tl
> (1) Ty =T (TxT3)
> Ty # 1T

RT —RTt
> -1 _
r=(o 1Y)

/‘ﬂv?p/‘ Robotika: Reprezentace pohybu

YFY Viadimir Petrik

13/ 21



Jak spotitat R € SO(3)?

» Skladani rotaci kolem os z, v, z

> R,(0) =

1 0 0

0 cosf —sinf

0 sinf cos@
cosf 0 sinf

0 1 0
—sinf 0 cosé
cosf —sinf 0
sinf cosf O

0 0 1

» 7 jinych reprezentaci rotaci

o)
lhs

2 Robotika: Reprezentace pohybu
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Priklad SE(3)

Tnext - TTZ (5?:) Tnext - TRz(ez) Tnext - TRy(ey) Tnext = TTa:(éa:)
Ry, R. € SE(3)!

9 Robotika: Reprezentace pohybu
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Reprezentace osa-uhel

» fcR, weR3 |o|=1
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Reprezentace osa-uhel

» 0eR, weRd |o|=1
» Osa-thel na R
> Rodriguesiiv vzorec R(w,0) = I 4 sin 0 [&] + (1 — cos ) [@]*

0 —W, Wy
> Skew-symmetric matice [w] = | w. 0 —wy
—Wwy Wy 0

> Priklad: spotitejte R,

/ﬂu?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
WF

Vladimir Petrik 16 / 21



Reprezentace osa-uhel

» 0eR, weRd |o|=1
» Osa-thel na R
> Rodriguesiiv vzorec R(w,0) = I 4 sin 0 [&] + (1 — cos ) [@]*

0 —W, Wy
> Skew-symmetric matice [w] = | w. 0 —wy
—Wwy Wy 0

> Priklad: spotitejte R,
> Algoritmus osa-tihel z R
» Pokud R =TI pak # = 0 a @ nedefinovéna.
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Reprezentace osa-uhel

» 0eR, weRd |o|=1
» Osa-thel na R
> Rodriguesiiv vzorec R(w,0) = I + sin 6 [@] + (1 — cos 0) [w]*

0 —W, Wy
> Skew-symmetric matice [w] = | w, 0 —wy
—Wwy Wy 0

> Priklad: spotitejte R,
> Algoritmus osa-tihel z R

> Pokud R =1 pak 8§ =0 a @ nedefinovana.
> Pokud trR=—1pakf =m a
[ S T _
\/m (7"13 rog 1+ 7"33) pokud 733 ;é 1
> o= —1 (7‘12 1+ 7ros 7“32)T pokud 722 7& -1

V2(1+r22)

=L (1 +7ri1 o1 7“31)T pokud 711 # —1

V2(1+r11)

€
I

>

€>
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Reprezentace osa-uhel

» 0eR, weRd |o|=1
» Osa-thel na R
> Rodriguesiiv vzorec R(w,0) = I + sin 6 [@] + (1 — cos 0) [w]*

0 —W, Wy
> Skew-symmetric matice [w] = | w, 0 —wy
—Wwy Wy 0

> Priklad: spotitejte R,
> Algoritmus osa-tihel z R

> Pokud R =1 pak 8§ =0 a @ nedefinovana.
> Pokud trR=—1pakf =m a

N 1
e= V/2(1+r33) (7"13 "2 )
> o= \/ﬁ (ri2 147 r32)
)
I =

T

1+ rs3 pokud r33 # —1

T pokud 799 # —1

T pokud 711 # —1

1 (R—RT)

Ny 1
> w—i\/m (I+rn roar ra
» Jinak § = arccos (1/2 (trR— 1)) a [&

/QL?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Exponencidlni soufadnice

» Vektor w € R3
P> Také se nazyva Eulerliv vektor nebo Euler-Rodriguesovy parametry

» Mapovani na reprezentaci osa-uhel:

> 0= [|w]|

H—w
Pw_a

‘\L?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Exponencidlni soufadnice

> Vektor w € R3

P> Také se nazyva Eulerliv vektor nebo Euler-Rodriguesovy parametry

» Mapovani na reprezentaci osa-uhel:

> 0= [|w]|

H—w
Pw_e

» Exponencidlni sou¥adnice na/z R
> R = expw: pouZit Rodriguesiiv vzorec
> w =log R: pouZit algoritmus osa-tuhel z R
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Exponencidlni soufadnice

» Vektor w € R?

P> Také se nazyva Eulerliv vektor nebo Euler-Rodriguesovy parametry
» Mapovani na reprezentaci osa-thel:

> 0= ||l
> o=

» Exponencidlni sou¥adnice na/z R
> R = expw: pouZit Rodriguesiiv vzorec
> w =log R: pouZit algoritmus osa-tuhel z R
» Pro¢ exponencialni?
> odpovida exponencidle/logaritmu matice [w)]
» pokud w je thlova rychlost, jeji integrace pro jednu &asovou jednotku vede na
exponencidlu a kone¢nd orientace je R
» numericky citlivd reprezentace pro malé Ghly

RL?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Kvaterniony

> geRY g =1
» 7 osa-lhel
> g, = cos(6/2)
> gy, =wsin(0/2)

/“W‘ Robotika: Reprezentace pohybu
F
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Kvaterniony

> geRY, gl =1
» Z osa-thel

> g, = cos(6/2)

> gy, =wsin(0/2)
> ZR

> g =1/2V1+trR

1 T
> Quys =gy (T32 =723 Ti3 = T3 T2~ Ti2)

“&?p/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Kvaterniony

> geRY, gl =1
» 7 osa-thel
> g, = cos(6/2)
> gy, =wsin(0/2)
> ZR
> g =1/2V1+trR
1 T
> Quys =gy (T32 =723 Ti3 = T3 T2~ Ti2)
» Do R
> R =exp (2 arccos (g ) ”Z&>

oyl

> tzn. rotuj kolem g, o § = 2arccos (¢,)

‘\L?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Kvaterniony

> qeR, g =1
» 7 osa-thel
> g, = cos(6/2)
> gy, =wsin(0/2)
> ZR
> g, =1/2VT+tr R
> =1 (g — - — )"
Azyz = 14, (7'32 T23 T13 — 731 T21 7"12)
» Do R
> R =exp (2 arccos (g ) ”Z&>

oyl

> tzn. rotuj kolem g, o § = 2arccos (¢,)
> Kvaterniony nejsou jedine¢né, dvé YeSeni pro stejné R

» Numericky stabilni

‘\L?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Dalsi reprezentace

> Eulerovy thly
> t¥i &isla 01,05, 03
rotace kolem os z, ¥y, nebo z
napf. XY X Eulerovy thly odpovidaji R = R, (61)Ry(02)R.(03)
vypocet Eulerovych thli z R je ¢asto numericky nestabilni a vyZaduje specidlni
algoritmus pro kaZdou trojici os

vvyy

‘\L?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
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Dalsi reprezentace

» Eulerovy uhly
> t¥i &isla 01,05, 03
rotace kolem os z, ¥y, nebo z
napf. XY X Eulerovy thly odpovidaji R = R, (61)Ry(02)R.(03)
vypocet Eulerovych thli z R je ¢asto numericky nestabilni a vyZaduje specidlni
algoritmus pro kaZdou trojici os

vvyy

» 6D reprezentace rotace
> reprezentované prvnimi dvéma sloupci R
» hladka reprezentace
> pouZivd se ve strojovém uleni (napF. vystup neuronové sit&)
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Shrnuti

» Konfigurace, Konfigura&ni prostor C, DoF

» Rovinny pohyb tuhého télesa SO(2) , SE(2)

> Prostorovy pohyb tuhého télesa SO(3) , SE(3)
> Vlastnosti rota&ni matice v SO(2) a SO(3)

» Reprezentace prostorovych rotaci

>

vVvVvyyVvyyYy

rotani matice

osa-thel

exponencialni soufadnice
kvaterniony

Eulerovy dhly

6D reprezentace
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Cil cvicéeni

> Zatneme implementovat sadu nastroji pro robotiku
> Nastroje pro praci s SO(2) , SE(2) , SO(3) , SE(3)
> exp(w)
> log(R)
> R
> ...

‘\L?;/‘ Robotika: Reprezentace pohybu
/\a"l Vladimir Petrik 21 /21



Cil cvicéeni

P> Zalneme implementovat sadu nastrojl pro robotiku
» Ndstroje pro praci s SO(2) , SE(2) , SO(3), SE(3)
> exp(w)
> log(R)
> R
> ...
» Ptiprava
» Doporutuje se Linux a Conda
» Nainstalujte Condu
> Nainstalujte Python IDE (PyCharm, VSCode)
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