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Motivace
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Diferencialni Kinematika

> Vime, jak vypoditat pozici chapadla z konfigurace
> p¥ima kinematika (FK)
> x(t) = fu(q(t))
> x(t) je vyjadFena v dkolovém prostoru, tzn. SE(2) , SE(3) , nebo R?, R? pouze pro
pozici
> q(t) € RY je konfigurace (prostor kloubu)
> tje Cas
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Diferencialni Kinematika

> Vime, jak vypoditat pozici chapadla z konfigurace
> p¥ima kinematika (FK)
> a(t) = falq(t))
> x(t) je vyjadFena v dkolovém prostoru, tzn. SE(2) , SE(3) , nebo R?, R? pouze pro
pozici
> q(t) € RY je konfigurace (prostor kloubu)
> tje Cas
> Diferencialni kinematika
» dava do vztahu rychlost chapadla s rychlosti kloubd
> g =2 o gM
> Jakobian manipulatoru je zdkladem pro analyzy tohoto vztahu
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Jakobian
P¥ima kinematika

x(t) = fa(q(t))
Jakobian:

da(t
dt

~—
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Jakobian

P¥ima kinematika

z(t) = fa(q(t))

Jakobian:
. dx(1)
TTq
_ Ofa(q) dq(t)
0q dt
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Jakobian

P¥ima kinematika

z(t) = fa(q(t))
Jakobian:

da(t
dt¢

_ Ofw(q) dq(?)

Y dt

_ Ofu(aq) .

= 94 q

~—
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Jakobian

P¥ima kinematika

Jakobian:

z(t) = fa(q(t))

da(t)
dt
_ O0fw(q) dq(t)
dq dt
_ 9fu(q) .
= 94 q

= J(q)q

€T =

J(q) = —8fgk(§q) e RM*N
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P¥iklad planarniho robota

> FK:ig= (61,02)" — (z,y)"
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P¥iklad planarniho robota

> FK: g = (01,602)" — (2,9)"
> o= Lycosf; + Lo cos(fr + 02)
> y = Lisin6; + Losin(6; + 62)
> =7
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P¥iklad planarniho robota

> FK:g=(01,02)" — (z,9)"
> o= Lycosf; + Lo cos(fr + 02)
> y = Lisin6; + Losin(6; + 62)
> =7
> i = _Llél sin 6, — LQ.(él + 02) sin(91 + 02)
> ’91 = L101 COS 01 -+ L2(91 + 02) 008(01 + 02)
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P¥iklad planarniho robota

> FK: g = (01,602)" — (2,9)"
> o= Lycosf; + Lo cos(fr + 02)
> y = Lisin6; + Losin(6; + 62)
> =7
> i = _Llél sin 6, — LQ.(él + 92) sin(91 + 02)
> ’91 = L101 COS 01 -+ L2(91 + 02) 008(01 + 92)
> J(q) _ (—Ll sinf; — Lo sin(91 + 92) —Ls sin(91 + 92))
Lycosby + Lycos(61 + 02)  Locos(6y + 62)
> Jacobian zdvisi na konfiguraci g
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Rozmér jakobianu

> J(q) = 3ffk( Ofn(a) e RMxN
» M DoF prostoru tkold
» N DoF konfigura&niho (kloubového) prostoru

s
lhs
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Rozmér jakobianu

> J(q) = 3fg(§¢1) c RMxN
» M DoF prostoru ukolii
» N DoF konfigura&niho (kloubového) prostoru

» Redundantni roboti: N > M
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Rozmér jakobianu

_ Ofu(q) MxN
M DoF prostoru tkoli

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

vVvyyVvyyvyy

‘\L?;/‘ Robotika: Diferencialni Kinematika a Statika
/\a"l Vladimir Petrik 6 /23



Rozmér jakobianu

J(q) = 8ffk( ) ¢ RMxN

M DoF prostoru tkold

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

2 DoF robot s translaénim prostorem tkoli:

vVvyVvyvyyvyy
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Rozmér jakobianu

J(q) = 3ffk( ) ¢ RMxN

M DoF prostoru kol

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

2 DoF robot s translaénim prostorem tkoll: 2 x 2
2 DoF robot s SE(2) prostorem tkold:

vVvVvyVvyVvyYVvyYvyy
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Rozmér jakobianu

J(q) = 3]%;(1) c RMxN
M DoF prostoru tkoli

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

2 DoF robot s translaénim prostorem tkoll: 2 x 2
2 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 2

5 DoF robot s SE(2) prostorem tkold:

vVVvyVYyVyVYyVYYVYY
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Rozmér jakobianu

J(q) = 3]%;(1) c RMxN

M DoF prostoru tkoli

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

2 DoF robot s translaénim prostorem tkoll: 2 x 2
2 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 2

5 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 5

6 DoF robot s SE(3) prostorem tkoli:

VVYyVYVYVYVVYYVY
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Rozmér jakobianu

J(q) = 3]%;(1) c RMxN

M DoF prostoru tkoli

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

2 DoF robot s translaénim prostorem tkoll: 2 x 2
2 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 2

5 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 5

6 DoF robot s SE(3) prostorem tkold: 6 x 6

7 DoF robot s SE(3) prostorem tkoli:

VVYyVYVYVYVYVVYVYY
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Rozmér jakobianu

J(q) = 3]%;(1) c RMxN

M DoF prostoru tkoli

N DoF konfiguratniho (kloubového) prostoru
Redundantni roboti: N > M

Podaktuovani roboti: N < M

2 DoF robot s translaénim prostorem tkoll: 2 x 2
2 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 2

5 DoF robot s SE(2) prostorem tkold: 3 x 5

6 DoF robot s SE(3) prostorem tkold: 6 x 6

7 DoF robot s SE(3) prostorem tkold: 6 x 7

VVYyVYVYVYVYVVYVYY
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Vlastnosti jakobianu

> J(q) = (Ji(g) Ja(q))
» Prvni sloupec odpovida rychlosti chapadla pro g = (1

> Druhy sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (0 1)T
> = Vtip = Jl(q)él + Jz(q)ég
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Vlastnosti jakobianu

J(q) = (Ni(g) J2(q))

Prvni sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (1 0)

& = viip = J1(q)01 + J2(q)02
MuiZeme generovat rychlost v libovolném smé&ru, pokud Ji(q) a J2(g) nejsou
kolinearni

> kdy jsou kolinedrni?

>
| 2
> Druhy sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (0 1)T
»
>
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Vlastnosti jakobianu

J(q) = (Ni(g) J2(q))

Prvni sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (1 0)

& = viip = J1(q)01 + J2(q)02
MuiZeme generovat rychlost v libovolném smé&ru, pokud Ji(q) a J2(g) nejsou
kolinearni

> kdy jsou kolinedrni?nap¥. 6, =0

>
| 2
> Druhy sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (0 1)T
»
>
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Vlastnosti jakobianu

J(q) = (Ji(q) Ja(q))

Prvni sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (1 0)

€T = Vtip = Jl(q)t91 + Jz(q)92
MuiZeme generovat rychlost v libovolném smé&ru, pokud Ji(q) a J2(g) nejsou
kolinedrni

> kdy jsou kolinedrni?nap¥. 6, =0

> Jacobian je singuldrni matice — konfigurace se nazyvaji singularity

» hodnost jakobianl neni maximalni

» chapadlo neni schopno generovat rychlost v uréitém sméru

>
| 2
> Druhy sloupec odpovida rychlosti chapadla pro ¢ = (0 1)T
»
>
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Vizualizace sloupcii jakobianu
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Jak vypocitat jakobian numericky

» Metoda kone¢né diference
> f(zo) o Let)=io) 5 g
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Jak vypocitat jakobian numericky

» Metoda kone¢né diference
> f(zo) o Let)=io) 5 g

Oz Ox
dqo  Og
S A
G o0
0 Oq1
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Jak vypocitat jakobian numericky

» Metoda kone¢né diference
> f(zo) o Let)=io) 5 g

Oz Oz
dqo  Og
S A
G G
dq0  Oq1

0. ~ /i ,x(q'Hs)_f ,x(q)
> O (g) n fi ) i

9q0

» Opakujte pro kazdy prvek J

o)
lhs
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Jak vypocitat jakobian numericky

» Metoda kone¢né diference
> f(zo) o Let)=io) 5 g

v

Oz Ox
dqo  Og
N
=13 )
G G
dq0  Oq1
oz
90 (@

Opakujte pro kazdy prvek J
Pomaly na vypodet, snadno implementovatelny — pouZivan p¥i testovani

~ Jx(g+0)— frx(q)
) R T

..)T

o)
lhs
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—Jo(0)
T v s v s
> J= (JU Jw) tzv. translaéni a rotadni ¢ast
» Transla¢ni &ast:
> sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—J2(0)
T . v sy
> J= (JU Jw) tzv. translaéni a rotadni ¢ast
» Translaéni &ast:
> sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
P> S - referentni s.s., J - s.s. pfipojeny ke kloubu i, E s.s. chapadla
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—J2(0)
T . v sy
> J= (JU Jw) tzv. translaéni a rotadni ¢ast
» Translaéni &ast:
> sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
P> S - referentni s.s., J - s.s. pfipojeny ke kloubu i, E s.s. chapadla
» t;g - translatni East Typ € SE(2)
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—Jo(0)

> J= (JU Jw)T tzv. translaéni a rotaéni &ast
» Transladni ¢3st:
> sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
P> S - referentni s.s., J - s.s. pfipojeny ke kloubu i, E s.s. chapadla
> t;p - transladni &ast Ty € SE(2)
> n = R(90)t,;E - kolmy vektor
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—Jo(0)

> J= (JU Jw)T tzv. translaéni a rotadni ¢ast
» Translaéni &ast:

> sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
S - referentni s.s., J - s.s. pfipojeny ke kloubu 7, F s.s. chapadla
tyg - translagni &ast Typ € SE(2)
n = R(90)t;5 - kolmy vektor
ng = Rgyn - zména referenéniho s.s.

vVvyVvyy
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—Jo(0)

T v . o vz
> J= (JU Jw) tzv. translaéni a rotadni ¢ast
> Translatni &ast:

v

sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
S - referentni s.s., J - s.s. pfipojeny ke kloubu 7, F s.s. chapadla
tyg - translagni &ast Typ € SE(2)

n = R(90)t;5 - kolmy vektor

ng = Rgyn - zména referenéniho s.s.

pro posuvné klouby: ng = Rsja

a osa translace

VVVyVYYVYY
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Jak vypocitat jakobian analyticky

—J2(0)
T v s v vz
> J= (JU Jw) tzv. translaéni a rotadni ¢ast
» Translaéni &ast:
> sloupec i (ng) je kolmy na vektor ¢, ktery spojuje kloub ¢ k chapadlu
P> S - referentni s.s., J - s.s. pfipojeny ke kloubu i, E s.s. chapadla
» t;g - translatni East Typ € SE(2)
> n = R(90)t;g - kolmy vektor
» ng = Rg jn - zména referentniho s.s.
» pro posuvné klouby: ng = Rgja
» a osa translace
» Rotalni ¢ast
» 1 pro rotaéni klouby
» (0 pro posuvné klouby
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Aplikace jakobianu - rychlostni limity

> & =J(q)q
» Pro kazdy kloub jsou uvedeny rychlostni limity
» nezavislé na konfiguraci

02 A

‘\L?;/‘ Robotika: Diferencialni Kinematika a Statika
/\a"l Vladimir Petrik 11 /23



Aplikace jakobianu - rychlostni limity

> &= J(q)q

» Pro kazdy kloub jsou uvedeny rychlostni limity
» nezavislé na konfiguraci

> Jaké rychlosti miiZzeme dosahnout s chapadlem?

» zavisi na konfiguraci
» pouzijte jakobidn k mapovani rychlosti kloubového prostoru na rychlost v tkolovém

prostoru
0y A A g,
B A D
J(6)
> —P >
[ x1
¢ D B
C
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Eli

psoid manipulovatelnosti

> Jednotkova kruznice v kloubovém rychlostnim prostoru, i.e. ||g|| = 1
» Mapovani pres jakobidan do elipsoidu v prostoru chapadla
» Cim blize je elipsoid ke kouli, tim snadn&ji se miize chapadlo pohybovat libovolnym

smérem

0,

-
C

o)
lhs
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Jak vypocitat elipsoid manipulovatelnosti

1= l4]
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Jak vypocitat elipsoid manipulovatelnosti

1= 4]
=4 q
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Jak vypocitat elipsoid manipulovatelnosti

> Pokud J(q) je ne-singularni

1= ||
=q q
= (J(@) %) (J(@) ')
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Jak vypocitat elipsoid manipulovatelnosti

> Pokud J(q) je ne-singularni

1=l
=q q
= (J(@)'&) ' (J(q) @)
=& J(q)" ' J(q) '
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Jak vypocitat elipsoid manipulovatelnosti

> Pokud J(q) je ne-singularni
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Jak vypocitat elipsoid manipulovatelnosti

> Pokud J(q) je ne-singularni

> Reenim u' A lu = 1 je elipsoid
» vlastni vektory A ukazuji sméry hlavnich os elipsoidu
> odmocniny vlastnich hodnot jsou délky hlavnich os
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P¥iklad elipsoidu manipulovatelnosti

» 2 DoF robot, jenom translace, eig(JJ ")
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Jak blizko jsme singularité?

» Podminé&nost matice JJ "
> — Amax(JIT) oy
H1 = 3Ty =
> )\ je vlastni &islo dané matice
> ¢&im vétsi je pg, tim blize k singularité jsme

» Preferuji se malé 1
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Jak blizko jsme singularité?

» Podmin&nost matice JJ

— Amax(JJ )
> =Sy 21

> )\ je vlastni &islo dané matice
> &im vétsi je pq, tim blize k singularité jsme
» Preferuji se malé 1

» Objem elipsoidu manipulovatelnosti
P> &m mensi objem, tim blize k singularité jsme
> gy =AMy =det (JJT)

» Uprednostiiuji se velké po
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Jak blizko jsme singularité?

» Podmin&nost matice JJ

— Amax(JJ )
> =Sy 21

> )\ je vlastni &islo dané matice
> &im vétsi je pq, tim blize k singularité jsme
» Preferuji se malé 1

» Objem elipsoidu manipulovatelnosti
P> &m mensi objem, tim blize k singularité jsme
> gy =AMy =det (JJT)

» Uprednostiiuji se velké po
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Redundantni roboti a singularity
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Nulovy prostor jakobianu [Null-space]

» Null(A) = ker(A) = {x | Az = 0}
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Nulovy prostor jakobianu [Null-space]

» Null(A) = ker(A) = {x | Az = 0}
> Najdi § tak, aby & — 0
> Gnul € ker(J)
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Nulovy prostor jakobianu [Null-space]

» Null(A) = ker(A) = {x | Az = 0}
> Najdi § tak, aby & — 0
> Gnul € ker(J)
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Nulovy prostor jakobianu [Null-space]

» Null(A) = ker(A) = {x | Az = 0}
> Najdi q tak, aby x =0
> qnun c ker(J)
P existuje vice YeSeni, pokud mame vic stupiiti volnosti
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Analyza statiky

» Zachovani energie: (vykon v kloubech) = (vykon pro pohyb robota) + (vykon v
chapadle)
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Analyza statiky

» Zachovani energie: (vykon v kloubech) = (vykon pro pohyb robota) + (vykon v
chapadle)
> Statickd rovnovaha: k pohybu robota se nepouZiva Zadnd energie, tj. Zadny pohyb
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Analyza statiky

» Zachovani energie: (vykon v kloubech) = (vykon pro pohyb robota) + (vykon v
chapadle)
> Statickd rovnovaha: k pohybu robota se nepouZiva Zadnd energie, tj. Zadny pohyb
> (vykon v kloubech) = (vykon v chapadle)
> rlg=F'x
> 7 kloubové momenty/sily
» g kloubové rychlosti

> F' sila v chapadle
» & rychlost chapadla

RL?;/‘ Robotika: Diferencialni Kinematika a Statika
/\J Vladimir Petrik 18 / 23



Analyza statiky

» Zachovani energie: (vykon v kloubech) = (vykon pro pohyb robota) + (vykon v
chapadle)

> Statickd rovnovaha: k pohybu robota se nepouZiva Zadnd energie, tj. Zadny pohyb
> (vykon v kloubech) = (vykon v chapadle)
» r'g=F"z

T kloubové momenty/sily

q kloubové rychlosti

F sila v chapadle

@ rychlost chapadla

> & =J(q)q

> T =FT"J(q)

|
>
>
>
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Analyza statiky

» Zachovani energie: (vykon v kloubech) = (vykon pro pohyb robota) + (vykon v
chapadle)

> Statickd rovnovaha: k pohybu robota se nepouZiva Zadnd energie, tj. Zadny pohyb
> (vykon v kloubech) = (vykon v chapadle)
> rlg=F'x

T kloubové momenty/sily

q kloubové rychlosti

F sila v chapadle

@ rychlost chapadla

> & =J(q)q

> 7T =FJ(g)

> r=J(q)'F

|
>
>
>
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Statika - kompenzace vnéjsi sily

> Zvazme vnéjsi silu plsobici na chapadlo —F'.
> Jak vypotitat kloubové momenty tak, aby byl robot staticky?
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Statika - kompenzace vnéjsi sily

> Zvazme vnéjsi silu plsobici na chapadlo —F'.
> Jak vypotitat kloubové momenty tak, aby byl robot staticky?
> Tt = J(q)TF
> koncovy efektor pot¥ebuje generovat silu F', aby kompenzoval vn&jsi —F
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Statika - kompenzace vnéjsi sily

> Zvazme vnéjsi silu plsobici na chapadlo —F'.
> Jak vypotitat kloubové momenty tak, aby byl robot staticky?
> Tt = J(q)TF
> koncovy efektor pot¥ebuje generovat silu F', aby kompenzoval vn&jsi —F
> tato rovnice pfedpokldda, Ze gravitace na robota neplisobi
T = Tex + Ty
»> T, kompenzuje gravitaci plsobici na robota
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Statika - kompenzace vnéjsi sily

> Zvazme vnéjsi silu plsobici na chapadlo —F'.
> Jak vypotitat kloubové momenty tak, aby byl robot staticky?
> Tt = J(q)TF
> koncovy efektor pot¥ebuje generovat silu F', aby kompenzoval vn&jsi —F
> tato rovnice predpoklada, Ze gravitace na robota neplsobi
T = Tex + Ty
»> T, kompenzuje gravitaci plsobici na robota

v

U robota Panda miiZeme p¥imo ovlddat Tex
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Sila zplisobena danymi momenty

> Pokud inverze J existuje (kdy?)
> F=Ja) T
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Sila zplisobena danymi momenty

> Pokud inverze J existuje (kdy?)
> F=Jq)~ 't
» Redundantni roboti
> i pro pevné chapadlo miZzeme mit vnitfni pohyb
> predpoklad statické rovnovahy nenf platny — potfeba dynamiky
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Sila zplisobena danymi momenty

> Pokud inverze J existuje (kdy?)

> F=J) T
» Redundantni roboti

> i pro pevné chapadlo miZzeme mit vnitfni pohyb

» predpoklad statické rovnovahy neni platny — potfeba dynamiky
» Podaktuovani roboti

» pevny koncovy efektor znehybni robota
> robot nemiiZe aktivn& generovat sily v nulovém prostoru J ' :
ker(J ') = {F |JTF =0}
> robot véak miZe odoldvat vnéjsi sile v nulovém prostoru, aniz by se pohnul
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Sila zplisobena danymi momenty

> Pokud inverze J existuje (kdy?) e
> F=Jq)~ 't
» Redundantni roboti
> i pro pevné chapadlo miZzeme mit vnitfni pohyb
» predpoklad statické rovnovahy neni platny — potfeba dynamiky
» Podaktuovani roboti
» pevny koncovy efektor znehybni robota
> robot nemiiZe aktivn& generovat sily v nulovém prostoru J ' :
ker(J ') = {F |JTF =0}
> robot véak miZe odoldvat vnéjsi sile v nulovém prostoru, aniz by se pohnul
P Cervena Sipka ukazuje nulovy prostor

=7
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Sila zplisobena danymi momenty

> Pokud inverze J existuje (kdy?) /

> F=Jq)~ 't
» Redundantni roboti
> i pro pevné chapadlo miZzeme mit vnitfni pohyb
» predpoklad statické rovnovahy neni platny — potfeba dynamiky
» Podaktuovani roboti
» pevny koncovy efektor znehybni robota
> robot nemiiZe aktivn& generovat sily v nulovém prostoru J ' :
ker(J ') = {F |JTF =0}
> robot véak miZe odoldvat vnéjsi sile v nulovém prostoru, aniz by se pohnul
P Cervena Sipka ukazuje nulovy prostor
> Singularity (¢tvercova J, ale inverze neexistuje)
» nenulovy nulovy prostor
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Silovy elipsoid

P> Jak snadné je generovat silu v daném sméru.
» Eigen analyza (JJ)™!
> Mod¥e - manipulaéni elipsoid (tj. JJ )
> Zelen& - silovy elipsoid (tj. (JJT)™1)
» Snadny pohyb v daném sméru — obtiZné kompenzovat silu v tomto sméru
» Blizko singularité:
> obsah elipsoidu manipulovatelnosti — 0
» obsah silového elipsoidu — oo
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Shrnuti

» Diferencidlni kinematika
> Jakobian a jeho vlastnosti
> Jak vypoditat jakobidn
» Manipulaéni elipsoid
» Jak mé¥it vzdélenost k singularité

» Statika

> Staticky rovnovazny vztah kloubovych momenti/sil a sil/momenti chapadla
> Silovy elipsoid
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Cviceni

» Implementace vypoctu jakobidnu pro planarni manipulator

» Metoda konet&né diference
> Analyticky

» Generace pohybu v nulovém prostoru
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