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Kinematické ulohy

» P¥m3 kinematika (FK)
> jak vypotitat pozici chapadla z konfigurace
> == fu(q)

> x je vyjdd¥ena v dkolovém prostoru, tzn. SE(2) , SE(3) , nebo R?, R? pouze pro pozici
> g € RY je konfigurace (prostor kloubu)
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Kinematické ulohy

» P¥m3 kinematika (FK)
> jak vypotitat pozici chapadla z konfigurace
> z = fu(q)

> x je vyjdd¥ena v dkolovém prostoru, tzn. SE(2) , SE(3) , nebo R?, R? pouze pro pozici
> g € RY je konfigurace (prostor kloubu)

» Diferencidlni kinematika

» dava do vztahu rychlost chapadla s rychlosti kloubl
> x=J(q)q
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Kinematické ulohy

» P¥m3 kinematika (FK)
> jak vypotitat pozici chapadla z konfigurace
> z = fu(q)

> x je vyjdd¥ena v dkolovém prostoru, tzn. SE(2) , SE(3) , nebo R?, R? pouze pro pozici
> g € RY je konfigurace (prostor kloubu)

» Diferencidlni kinematika

» dava do vztahu rychlost chapadla s rychlosti kloubl
> x=J(q)q
» Inverzni kinematika (1K)

> jak vypotitat konfigurace robota pro danou konfiguraci chapadla
> g€ fi(z)
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P¥iklad: Analyticka IK pro strukturu RR

> Ukolovy prostor: translace chapadla, = € R?
» Konfigura&ni (kloubovy) prostor: q € R?

Configuration space

qldegl

0 T T T r r T
-200 -100 0 100 200 300 400 500
qoldeg]
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P¥iklad: Analyticka IK pro strukturu RR

> Ukolovy prostor: translace chapadla, = € R?
» Konfigura&ni (kloubovy) prostor: q € R?
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P¥iklad: Analyticka IK pro strukturu RR

> Ukolovy prostor: translace chapadla, = € R?
» Konfigura&ni (kloubovy) prostor: q € R?
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P¥iklad: Analyticka IK pro strukturu RR

> Ukolovy prostor: translace chapadla, = € R?
» Konfigura&ni (kloubovy) prostor: q € R?

Configuration space
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P¥iklad: Analyticka IK pro strukturu RR

> Ukolovy prostor: translace chapadla, = € R?
» Konfigura&ni (kloubovy) prostor: q € R?

> Algoritmus:

> Vypotitejte pozici (translaci) viech kloubil a chapadla
P Z3adné FeSeni, 1 FeSeni, 2 YeSeni, popf. oo Feseni
> Pro kazdé Feseni vypotitejte konfigurace kloubl 0; = atan2(y, z) + 2k, k € Z
T . Ny
(# y) =tiip1, . translagni &st T; ;44
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Numericka optimalizace

> Analytické YeSeni je ¢asto nedostupné

vvvvvv

> existuje nekone¢n& mnoho ¥eSeni a my hleddme konfiguraci dle daného kritéria
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Numericka optimalizace

> Analytické YeSeni je ¢asto nedostupné

> existuje nekone¢n& mnoho ¥eSeni a my hleddme konfiguraci dle daného kritéria
> MiiZzeme pouZit obecny numericky algoritmus, ktery iterativné snizuje chyby
» Newton-Raphsonova metoda
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Numericka optimalizace

> Analytické YeSeni je ¢asto nedostupné

> existuje nekone¢n& mnoho Feseni a my hledame konfiguraci dle daného kritéria
> MiiZzeme pouZit obecny numericky algoritmus, ktery iterativné snizuje chyby
» Newton-Raphsonova metoda

> Yedi g(0) =0,9g: R =R
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Numericka optimalizace

> Analytické YeSeni je ¢asto nedostupné

> existuje nekone¢n& mnoho ¥eSeni a my hleddme konfiguraci dle daného kritéria
> MdiZeme pouZit obecny numericky algoritmus, ktery iterativné sniZuje chyby
> Newton-Raphsonova metoda
> Yedi g(0) =0,9g: R =R
> Tayloriv rozvoj g(#) v bod& 6°:
g(0) = g(6°) + %(00)(0 — 69)+ €leny vyg&iho ¥adu
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Numericka optimalizace

> Analytické YeSeni je ¢asto nedostupné

vvvvvv

> existuje nekone¢n& mnoho ¥eSeni a my hleddme konfiguraci dle daného kritéria
> MdiZeme pouZit obecny numericky algoritmus, ktery iterativné sniZuje chyby
> Newton-Raphsonova metoda
> Yedi g(0) =0,9g: R =R
> Tayloriv rozvoj g(#) v bod& 6°:
g(0) = g(6°) + %(00)(0 — 69)+ €leny vyg&iho ¥adu
> dosazenim g(#) = 0, ignorovanim &lend vy$§iho ¥adu a vyjmutim 6:

00— (307) 90"
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Numericka optimalizace

> Analytické ¥eSenf je asto nedostupné
> FeSeni neexistuje a hledame nejbliZsi p¥iblizné
> existuje nekone¢n& mnoho ¥eSeni a my hleddme konfiguraci dle daného kritéria
> MdiZeme pouZit obecny numericky algoritmus, ktery iterativné sniZuje chyby
> Newton-Raphsonova metoda
> Yedi g(0) =0,9g: R =R
> Tayloriv rozvoj g(#) v bod& 6°:
g(0) = g(6°) + %(00)(0 — 69)+ €leny vyg&iho ¥adu
> dosazenim g(#) = 0, ignorovanim &lend vy$§iho ¥adu a vyjmutim 6:
-1
~ )
0~ 00— (3(67)  9(6°)
P protoze ignorujeme &leny vysiho ¥adu, musime iterovat:

gE+1 — gk _ (%(Gk))_l 9(6%)
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ° = 1,1

1.00

0.75

0.50

0.25

g(6)

0.00

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 4

—1.00 4

B [rad]
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ° = 1,1
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(6) = sin(0), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 8° = 1,1
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(6) = sin(0), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 8° = 1,1
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ° = 1,1
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(6) = sin(0), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 8° = 1,1
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

gle)
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—0.50 1

—0.75 1

—1.00 1

6 [rad]
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu

g(e)

@ [rad]
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody

> g(0) = sin(f), nalezni 0* tak, aby g(6*) =0, ¢" = 1,3
> Kvalita ¥eSeni zdvisi na po¢ate¢nim odhadu
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody
> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5
-1
> Pkl — gk _ (%(91@)) g(Hk)
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody
> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5
-1
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody
> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5

-1
> Pkl — gk _ (%(91@)) g(@k)
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody
> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5
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P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody
> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5
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> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5
-1
> Pkl — gk _ (%(91@)) g(@k)

1.00

0.75

0.50

0.25

T 000
[=)]

—0.25
—0.50 |
—0.75
~1.00 |

! ! ! ! | | |

-3 -2 -1 0 1 2 3

@ [rad]

“&%‘ Robc_)tilfa: Inv'erzm' Kinematika
YWY Viadimir Petrik 7/21



P¥iklad 1D Newton-Raphsonovy metody
> g(0) = sin(f), nalezni 6* tak, aby g(0*) =0, 0" = 1,3, a = 0,5
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Jak najit a?

» Line-search algoritmus
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Jak najit a?

» Line-search algoritmus
> Nalezni « tak, aby g(6%*!) < g(6%)
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Jak najit a?

» Line-search algoritmus

> Nalezni « tak, aby g(6%*!) < g(6%)
> Algoritmus:
> o0=1
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Jak najit a?

» Line-search algoritmus

» Nalezni « tak, aby g(6*+1) < g(6%)
> Algoritmus:

> ol =1

> jestli g(6%+1) < g(6%): konec
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Jak najit a?

» Line-search algoritmus
> Nalezni « tak, aby g(6%*!) < g(6%)
> Algoritmus:
> ao = ]_
> jestli g(6%+1) < g(6%): konec
> ot =70, 0< 7 <1, napt. 7 =0,5
> opakuj
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Jak najit a?

» Line-search algoritmus
> Nalezni « tak, aby g(6%*!) < g(6%)
> Algoritmus:
> QO = ]_
> jestli g(6%+1) < g(6%): konec
> ot =70, 0< 7 <1, napt. 7 =0,5
> opakuj
> Existuji sofistikovangjsi algoritmy pro line-search
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Numerické feSeni pro RR IK

» Newton—Raphsonova metoda pro n-rozmérny ptipad
-1
gkl — gk _ ¢ (g—g(ek)) 9(6%) Yesi g(8) = 0
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Numerické feSeni pro RR IK

» Newton—Raphsonova metoda pro n-rozmérny ptipad
01 = 0% — o (2509 9(0") vesi 9(0) = 0

» Pro kinematiku manipulatoru:
9(q) = x4 — fa(q), 4 € R?
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Numerické feSeni pro RR IK

» Newton—Raphsonova metoda pro n-rozmérny ptipad
01 = 0% — o (2509 9(0") vesi 9(0) = 0

» Pro kinematiku manipulatoru:
9(a) = xza — fru(q), zq € R?

» Podle metody NR (pro g(q) = 0):

> 24 = ful(qa) ~ fr(q®) + %2 (%) (qa — @°)
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Numerické feSeni pro RR IK

» Newton—Raphsonova metoda pro n-rozmérny ptipad
01 = 0% — o (2509 9(0") vesi 9(0) = 0
» Pro kinematiku manipulatoru:
9(a) = xza — fru(q), zq € R?
» Podle metody NR (pro g(q) = 0):
> 24 = fu(qa) ~ fa(q°) + 92 (q°)(gqa — ¢°) = fa(a®) + T(¢°)(qa — @°)
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Numerické feSeni pro RR IK

» Newton—Raphsonova metoda pro n-rozmérny ptipad
k1 — gF —_ o <g—g(0k)>_1 g(gk) fesi g(0) =0

» Pro kinematiku manipuldtoru:
9(q) = x4 — fa(q), 4 € R?

» Podle metody NR (pro g(q) = 0):

> 24 = fu(qa) ~ fa(q°) + 92 (q°)(gqa — ¢°) = fa(a®) + T(¢°)(qa — @°)
a0~ q°+J(q°) " (za — fa(a"))
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Numerické feSeni pro RR IK

» Newton—Raphsonova metoda pro n-rozmérny ptipad
-1
6"+ = 05 —a (%(6%))  g(6") Fesi g(6) = 0
» Pro kinematiku manipuladtoru:
9(q) = x4 — fa(q), g € R?
» Podle metody NR (pro g(q) = 0):
> x4 = falaa) ~ f(d) + 52 (a")(@a — ¢°) = fa(@®) + T (a°)(qu — @)
qa~q"+ J(q°) (xa — fa(q"))
> |terativné pomoci line-search:
¢ =q" + aJ(¢") T (xq — fulah))
» Intuice skrze diferencidlni kinematiku:
> jakad by méla byt rychlost v kloubovém prostoru tak, abychom dosahli dané rychlosti v

tikolovém prostoru
> g=J &
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Numerické feseni pro RR IK #1

Configuration space
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Numerické feseni pro RR IK #1
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Numerické feseni pro RR IK #1
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Numerické feseni pro RR IK #1
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Numerické feseni pro RR IK #1
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Numerické feseni pro RR IK #1
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Numerické feseni pro RR IK #1
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Numerické feseni pro RR IK #1

Configuration space
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Numerické feseni pro RR IK #2

Configuration space
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Numerické feseni pro RR IK #2
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Numerické feseni pro RR IK #2
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Numerické feseni pro RR IK #2
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Numerické feseni pro RR IK #2
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické feseni pro RR IK #3
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Numerické ¥eSeni - shrnuti

» Numerické YeSeni je snadno implementovatelné pro obecné manipuldtory
» Prvotni odhad je dilezity

» pokud jsme blizko YeSeni, FK je témé&F linearni, budeme konvergovat k nejblizsimu ¥eSeni
» pokud jsme p¥ili§ daleko, nemame Zadnou kontrolu nad tim, jaké ¥eSeni je vybrano
» miZe pomoci vyladéni velikosti kroku

» Musime definovat kritérium konvergence
> napt. ||za — fu(g")|| < ¢
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Co kdyz J neni invertibilni?

» Redundantni roboti, podaktuovani roboti, singularita
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Co kdyz J neni invertibilni?

» Redundantni roboti, podaktuovani roboti, singularita

» Moore-Penroseova pseudoinverze J7
> ¢ =¢" +a(¢")(za — fi(d"))
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Co kdyz J neni invertibilni?

» Redundantni roboti, podaktuovani roboti, singularita
» Moore-Penroseova pseudoinverze J7

> ¢"t = ¢F + aJ(¢")(xq — fa(qh))

» Redundantni roboti

> nekonelno FeSeni pro dosazeni stejné rychlosti v prostoru tkolu
> pseudoinverze navic minimalizuje ||q/|
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Co kdyz J neni invertibilni?

Redundantni roboti, podaktuovani roboti, singularita

"' = q" + aJ¥(¢") (x4 — fa(q"))
Redundantni roboti
» nekone&no ¥eSeni pro dosaZeni stejné rychlosti v prostoru tkolu
> pseudoinverze navic minimalizuje ||q/|
» Podaktuovani roboti nebo singularita
P neexistuje Zadné presné FeSeni pro rychlost tikolového prostoru
> pseudoinverze minimalizuje chybu v prostoru tloh

>
> Moore-Penroseova pseudoinverze J1
|
>
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IK ¥eSeni pro redundantniho robota

Configuration space
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IK v SE(2) pro RRR

» Dana poZadovana transformace Tk € SE(2)

> R - referentni s.s.
> G - s.s. chapadla (gripper)
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IK v SE(2) pro RRR

» Dana poZadovana transformace Tk € SE(2)
> R - referenni s.s.
> G - s.s. chapadla (gripper)
> Analytické FeSeni
> rozdé&lit problém na rotaci (posledni kloub) a polohu (ostatni klouby)
> tro=TE, (~ls 0 1)
> trp politejte jako pro RR pro translagni tikolovy prostor
> pouZijte atan2 pro vypolet konfigurace kloubl
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IK v SE(2) pro RRR

» Dana poZadovana transformace Tk € SE(2)
> R - referentni s.s.
> G - s.s. chapadla (gripper)
> Analytické FeSeni
> rozdé&lit problém na rotaci (posledni kloub) a polohu (ostatni klouby)
> tro=TE, (~ls 0 1)
> trp politejte jako pro RR pro translagni tikolovy prostor
> pouZijte atan2 pro vypolet konfigurace kloubl
» Numerické ¥eSeni
» chyba v referenénim s.s:

e(q) = (vB —vra(@) vBs —yra(a) ¢Be — drala))
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IK v SE(2) pro RRR

» Dana poZadovana transformace Tk € SE(2)
> R - referentni s.s.
> G - s.s. chapadla (gripper)
> Analytické FeSeni
> rozdé&lit problém na rotaci (posledni kloub) a polohu (ostatni klouby)
> tro=TE, (~ls 0 1)
> trp politejte jako pro RR pro translagni tikolovy prostor
P pouZijte atan2 pro vypocet konfigurace kloubi
» Numerické ¥eSeni
» chyba v referenénim s.s:
.
e(qa) = (ke — 2rc(@) Yhe —Yrc(@) dRe — drc(q))
> NR iterace:
¢"*' =g" +aJ'(¢")e(qd")
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IK v SE(2) pro RRR

» Dana poZadovana transformace Tk € SE(2)
> R - referentni s.s.
> G - s.s. chapadla (gripper)
> Analytické FeSeni
> rozdé&lit problém na rotaci (posledni kloub) a polohu (ostatni klouby)
> tro=TE, (~ls 0 1)
> trp politejte jako pro RR pro translagni tikolovy prostor
P pouZijte atan2 pro vypocet konfigurace kloubi
» Numerické ¥eSeni
» chyba v referenénim s.s:
.
e(qa) = (ke — 2rc(@) Yhe —Yrc(@) dRe — drc(q))
> NR iterace:
¢"*' =g" +aJ'(¢")e(qd")
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Numerické feseni v SFE(2)
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Numerické feseni v SFE(2)
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IK v SE(3)

> Numericky IK algoritmus je témé&¥ stejny

» chyba se musi vypo&itat pomoci transformaci
P stejné jako v rovinném p¥ipadé, chyba musi byt reprezentovana v referenénim s.s.
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IK v SE(3)

> Numericky IK algoritmus je témé&¥ stejny
» chyba se musi vypo&itat pomoci transformaci
P stejné jako v rovinném p¥ipadé, chyba musi byt reprezentovana v referenénim s.s.

> Analytické ¥eSeni nemusi pro obecny 6 DoF manipulator existovat
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IK v SE(3)

> Numericky IK algoritmus je témé&¥ stejny

» chyba se musi vypo&itat pomoci transformaci

P stejné jako v rovinném p¥ipadé, chyba musi byt reprezentovana v referenénim s.s.
> Analytické ¥eSeni nemusi pro obecny 6 DoF manipulator existovat
» Pro prostorového 6 DoF robota s oto¢nymi klouby

> teSeni Ize oddélit, pokud se posledni tfi kloubové osy vzajemné protinaji
» posledni tfi klouby se pouZiji k orientaci chapadla
> prvni tfi klouby se pouZiji k polohovani pFiruby
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P¥iklad dulezitosti vice FeSeni
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Shrnuti

» Inverzni kinematika
> analytické feSeni pomoci geometrické analyzy
> vede k vypoltu prinikli geometrickych primitiv
» numerické ¥eSeni, Newton—Raphsonova metoda
> Jakobidn
> pseudoinverze
P Pocet feSeni inverzni kinematiky
P 73dné YeSeni
> vice FeSeni
> periodické ¥eSeni
» nekoneény polet Fedeni
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Cviceni

» Numerickd IK v SE(2)
> Analytickd IK v SE(2) pro RRR manipulator
> Analytickd IK v SE(2) pro PRR manipulator [dobrovolné]
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