Robotika: sbirka ptiklad — rotace, 10. 11. 2026 Vladimir Petrik, vladimir.petrik@cvut.cz

Robotika: sbirka prikladia — rotace — RESENI

Priklady procvicuji reprezentace rotaci v prostoru: rotaéni matice a jejich skladani, reprezentaci osa—uhel (Rodri-
guesuv vzorec a zpétny prevod) a kvaterniony. Vypolty zapisujte maticové; staci matice sestavit a naznadcit, co se
¢im nasobi.

Notace.

« R € SO(3) je rotaéni matice 3 x 3, R' R = I, det R = 1; Ry 4 pievadi soufadnice ze systému A do systému R
a jeji sloupce jsou osy systému A vyjadiené v R.

+ Rotace kolem soufadnicovych os o thel 6:

1 0 0 cos@ 0 sind cosf —sinf 0
R,(0) =10 cos —sind |, R, (0)= 0 1 0 |, R,0)=]sinf cosf O
0 sinf cos@ —sin@ 0 cos@ 0 0 1

« Osa-tihel: jednotkova osa @ € R3,

N . . . - . T
|&| = 1, a thel §; [w] je antisymetrickd matice vektoru w = (w,, Wy s w,)
exponencialni soufadnice jsou w = 0 @:

= Wy
w=] w, 0 —w,|, [wv=wxw.
—w, w, 0

« Kvaternion q = (q,,, 4, 4, qz)T = (Qu» uy2) gl = 1; poradi slozek je w, z,y, 2.

+ Vektory piseme tu¢né (v, w, q), skalary netucné (6, g,,), matice velkymi pismeny (R); body a soufadnicové
systémy velkymi netuénymi pismeny (R, A).

1. Elementarni rotace a jejich skladani

Systém A ma s R spole¢ny pocatek a vznikne z R rotaci Rp, =
R,(90°) R, (90°).

a) Zapiste R,(90°), R,(90°) a spocitejte Rp 4.

b) Bod V mé v systému A polohu t 4., = (1,2,3)". Spo&itejte ¢ zy .

c) Spocitejte R, (90°) R,(90°) a porovnejte s Rp 4.

( . R
Reseni.
a)
cos 90° = 0, sin 90° = 1:
0 01 0-10 0-10 0 01 0 -10
R,(90°)=|[ 0 10, R, (90°)= |1 0 0f, Rpy=R,(90°)R,(90°)=|1 0 0 0 10(=|10 01
-10 001 00 1/\-100 -1 0 0
Sloupce jsou osy systtmu AvR: x4 = —2p, Y4 = —TR, 24 = Yp (vViz obrazek).
b)
Systémy maji spole¢ny pocatek, tp 4 = 0, takZe zména soufadnic je jen rotace:
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( R
0 —-10)\ /1 =2
1 0 0/\3 —1
)
0 01\/0-10 001
R,(90°)R,(90°) = 0 1 0|1 0 0|=]100|# Rgyu-

-100/\0 0 1 010

Skladani rotaci neni komutativni; v obraceném poradi vyjde cyklickd zdména os €4 = Yp, Y4 = 2R, 24 = Tg.

& J

2. Osa—thel: Rodriguesuv vzorec a kvaternion

Rotace je dana osou @ = \%(1, 1,0)" athlem 6 = 90°.

a) Zapiste (@] a [D]?.

b) Rodriguesovym vzorcem spocitejte rota¢ni matici R.

c) Zapiste odpovidajici kvaternion g a exponencialni soufadnice w.

d) Kam se otoéi vektor e, = (1,0,0)? Ovéite, Ze osa rotace ziistava
na misté, Rw = w.

Reseni.
a)
11 11
(001 119 11 9
[(I)]:T 001, [@Pf=va’-I= ilo|-I=|1% -1 o0
2{-11 0 000 0 0 -1
b)
Rodriguestiv vzorec R = I + sin 6 [@] + (1 — cos #) [®]? se sin 90° = 1, cos 90° = 0:
11
11
2 2 3
R=1+@l+P=| 1 1 n| n=22
—h h 0
c)
-
0 . V2 . (8 1 V2 11 N\ V211
qw:COS(i):COS45 :7> qmyz:wsnl<§):_2(l7lao) 7:<§,§50) 3 t’.] q= 77§a570 )
m 1 m
w=0&="2."(1,1,00T = _(1,1,0)T ~ (1,11,1,11,0)7.
5L 10T = T=(1,1,0)7 ~ )
d)

Obraz e, je prvni sloupec R:




Robotika: sbirka ptiklad — rotace, 10. 11. 2026 Vladimir Petrik, vladimir.petrik@cvut.cz

Osa: Rw = \%(% +3.5+3,—h+ h)T = \/L»(l, 1,0)" = &; obecné [W]w = & x & = 0, takze z Rodriguesova vzorce
zbude jen [w.

3. Z rotacni matice na osu—uhel a kvaternion
Jsou dany rota¢ni matice

0 1
1 (z ptikladu 1) a Ry,=]0 —1
0 0

a) Urcete thel 0 a osu w rotace Ry 4.
b) Spocitejte kvaternion g pfimo z Ry 4 a porovnejte ho s kvaternionem ziskanym z osy a thlu. Kolik kvaterniont
popisuje tutéz rotaci?
¢) Pro¢ pro R, obecny postup z a) selZe a jak se osa uréi?
( N N
Reseni.

a)
tr Rpy =0, tedy

tr R — 1 3
9:arccos< 5 )—arccos< 3 = 120°, sin@:%,
. R—-RT 1 10 00 -1 L (0 11
St V3 1 0 010 V3l 10

D= —+(—1,1,1)". Matice Ry, 4, ktera permu-

a z definice [w] odeteme & = \}(w wy,w,) z prvki (3,2), (1,3), (2,1): @ = e

) ) )’
3 y
tuje osy, je tedy otoceni o 120° kolem télesové uhloprlcky (— ,1,1).

b)
Pfimo z matice:

1 1 1 T 1 —_— 1 111\"
9y =5VIttrR=gz, qzyz:E<T32_T23>T13_T31’T21_,r12) =§<_171,1) v o= (57_575,5)
=sin60°- & = 3. 4 (=1,1,1)T = $(—1,1,1)". Souhlasi. TutéZ rotaci popisuji

2 V3
dva kvaterniony, g a —q (otoceni o 6 kolem @ je totéZ co otoceni o 360° — 6 kolem —).

Z osy a thlu: ¢, = cos 60° = % Ay

<)

tr Ry = —1, tedy 6 = arccos(—1) = 180° a sin § = 0: matice R, — Ry = 0 a osu z ni ur¢it nelze (déleni nulou). Pro § =
180° se pouzije vzorec z prednasky, zde s ry; # —1:

1 -1
W=— (147y,,79,75) ==(2,0,00T =(1,0,0)7,
2(1+r11)( 1:7215731) = 5(2,0,0)" = (1,0,0)

tj. otoceni o 180° kolem osy x. Kontrola Rodriguesovym vzorcem: R = I + 0 - [@] + 2[@]? = I + 2diag(0,—1,—1) =
diag(1,—1,—1).
.

4. Skladani dvou rotaci a poradi
Rotace R, = R,(90°) a R, = R, (90°).
a) Spocitejte R = R,R,a R’ = R,R,,.
b) Pro obé matice urcete osu a thel.

c¢) Pro obé matice zapiste kvaternion.
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Reseni.
a)
0-10 10 0 001
R=R,(90°)R,(90°)=1]1 0 O 00—-11=1]100{,
0 0 1 01 O 010
10 0 0-10 0-1 0
R'=R,(90°)R,(90°) = [ 0 0 —1 1 00]=1]0 0 —1
01 0 0 0 1 1 0 O

Vysledky se 1isi, skladani rotaci neni komutativni. R v otoé¢i vektor nejprve kolem z a pak kolem z (¢teme zprava), R’
naopak.

b)
Obé matice maji tr = 0, tedy stejny Ghel § = arccos(—3) = 120°, 2sinf = v/3. Osy z (R— R")/(2sinf), tj. & =
\/Lg(T32 —T93,T13 — 31,721 — T12)
1 1

R: &=—(1-0,1-0,1—-0)T = —(1,1,1)T, R: &=

\/g( ) \/§( )
Stejny udhel, ale jina osa: R je otoceni o 120° kolem thlopficky (1,1, 1
uhlopficky (1,—1,1).

(0—(-1),0—1,0—(-1))" = L(1, -1,1)".

V3

(cyklick4 zdména os ¢ — y — z — z), R’ kolem

|
=
§|

<)

_ 1l ARl < _ 1 T_1 T
¢y = 3V1+1trR = 3 proob¢ g, . = 1q, (r3g —Ta3,713 —T31,791 —T12) = 5(r32 — 793,713 — 731,721 — T12)

_(1 11 1)T ,_(1 11 1)T
q_ 2’272’2 I q_ 2)2’ 2’2 °

(Totéz z osy a Ghlu: cos 60° = 1, sin60° - & = 1(1,1,1)")

&




