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Robotika: sbirka prikladi — transformace — RESENI

Piiklady procvicuji zapis a skladani transformaci: zapis T’y z obrazku, inverzi, skladani a pfevod soufadnic bodu

mezi systémy. Na obrazcich je ¢ervené osa z, zelené osa y (modfe z). Vypocty zapisujte v homogennich soufadnicich

jako souciny matic: sta¢i matice sestavit a naznacit, co se ¢im nasobi; vysledek nemusite dopocitavat ru¢né.

Notace.

Soufadnicové systémy: R je referenéni systém; A, B, C, ... jsou dalsi systémy, G systém chapadla.
Txy € SE(2) je homogenni matice 3 x 3, ktera prevadi soutfadnice ze systému Y do systému X:

Tour — R(exy) txy

XY orT 1 :

© xy je thel nato€eni systému Y vici X.
tyy = (Txy,Uxy) € R?je vektor z pocatku X do poéatku Y vyjadieny v X (nehomogenni).
Poloha bodu V v systému X je ty € R2, vektor z pocatku X do bodu V vyjadfeny v X; £y je tedy poloha
pocatku systému Y.
Homogenni soufadnice zna¢ime hornim indexem H: t&,, = (zxv, yxv, 1)T, takze tf,, = Ty t¥,,; nehomo-
genné txy = R(pxy)tyy +ixy.

R() je rotace o thel §; v soucinu transformaci ji chapeme jako prvek SE(2):

_ (cosf —sinb R(6) 0
R(9) = (sinﬁ cos )’ resp- (OT 1)'

Posuny podél os, I je jednotkova matice 2 x 2:

o= (o ") o= (g ).

V prostoru je Ty = (ROXTY t’iy) € SE(3) matice 4 x 4 s rotaéni matici Ry, € SO(3) a tyy € R? R_(6),

R,(0), R(0) jsou rotace kolem soutadnicovych os.
Vektory piseme tucné (t), skalary netucné (x xy-, 8), matice velkymi pismeny (7', R); velkymi netu¢nymi pismeny

znatime i body a soufadnicové systémy (V, P, A, B, R).

1. Dva systémy a bod - zakladni iloha

Na obrazku jsou soufadnicové systémy A a B. Bod V je zadan v

systému A: t 4, = (1,2) 7.
a) Zapiste T4 a T (rotaéni matici i translaci ¢iselné). 31
b) Spocitejte T4z a Tg4. Naznacte, jak se pocita inverze, a orn =157 v
ovérte, ze TABTBA =1. o 21 B @i' ona=90°
c) Spotitejte trpy a tpy a zkontrolujte vysledek ode¢tenim z E 1 < 1 ,,,, )
obrazku. L 4
d) Spocitejte t 5y, také jednim krokem pomoci Tz 4 z b). 01 "
R S R 1 2 3 4
z [m]
Reseni.
a)

Z obrazku odec¢teme thel natoceni osy z 4 od z i (v kladném sméru) a polohu pocatku A, totéz pro B, a sestavime homogenni
matice:
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b)

. 0 —12
Th, = (R(SORA) tRA) _ (R(QO) (2’1)T> =]1 0 1
RA = 0T 1 /= \ o7 1 N ’
0 0 1
o T h h — V2
T, — R(prp) trp) _ (R(315°) (=1,2)T) _ —h h 2 ==
RB = o7 1/ or 1 N 00 1 ’ o2

T 4 g prevadi souradnice z B do A. Slozime ji z transformaci, které zname: nejprve z B do R, potom z R do A, tj.
Tap =Tar Tre = Tra Trp-

Inverze homogenni matice (rotace se transponuje, translace se oto¢i zpét a zméni znaménko), pro Ty 4 tedy

0 1-1
T _RT
P (), e (44
001
Zbyva vynasobit dvé matice 3 x 3:
0 1-1 h h —1 —h h 1
Tyg=1|-10 2 —h h 2 | =|—-h —h 3|,

0 01 0 01 0 01

tji. R(pap) = R(—135°) at, 5 = (1,3)" (pocatek B je v soutadnicich A posunut o (1,3)7, osa x5 je viiéi z 4 otocena o
135° po sméru hodinovych ruéi¢ek). T 4 je inverze T4 5 podle téhoZ vzorce:

—h —h 2V2
Tea=Tap=| h —h V2 |,
0 0 1

tj. R(ppa) = R(135°),tg4 = (2\/5, \/§)T ~ (2,83,1,41)". Kontrgla: souéin Ty 5Tz 4 dava jednotkovou matici (rotacni
bloky R(—135°) R(135°) = I, translacni cast R(—135°)(2v2,v2) +(1,3)T =0).

<)
Bod V prevedeme z A do R a potom z R do B; v homogennich soufadnicich je kazdy krok nasobeni matici:
0—-12 1 0
th, =Tpath, =11 0 1||2]=]2],
0 01 1 1
h —h 3h\ (0 h U
2 V2
thy = Tabthy = b b b | (2] = [n] 6 to=(222) ~@mom).
00 1)\1 1 22

Kontrola z obrazku: V lezi na ose y  ve vysce 2. Od pocatku B je posunut o (1,0) " ve sméru x »; 0sa z g je viiéi z  otocend
0 —45°, smér x p ma tedy v systému B thel +45° a V lezi ve vzdalenosti 1 na uhlopfi¢ce mezi z g a yp.

d)
Oba kroky z c) lze spojit do jedné matice, protoze Tr T4 = T4 2 b):
—h —h 2V2) (1 h
thy =Tpathv=| h —h V2 ||2|=|h
0 0 1 1 1
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2. Dva systémy bez zakresleného referen¢niho systému
Na obrazku jsou soufadnicové systémy A a B. Referen¢ni systém R

zakreslen neni, ale ¢isla na osach odpovidaji jeho soufadnicim; kdo
chce, mitZe si ho zavést a postupovat jako v piikladu 1. Uhly ¢ 4 a ¢ 31 =120
jsou méfeny od vodorovného sméru, tj. od osy . Bod V je zadan v

systému B: tgy, = (2,1)7. '
a) Odectéte z obrazku Ty 4.

b) Spocitejte T4 5. Pro¢ je obtiznéjsi ji vy¢ist z obrazku?

y [m]
[

c) Spocitejte t 4y, o

Reseni.

a)

Osa z g mifi nahoru a yp doleva. Pocatek A je od pocatku B o 3 dilky ve sméru x5 a o 2 dilky proti sméru yp, tedy t g4 =
(3,—2)T; 0sax, svirds xg thel g4 = Y4 — o = 120° — 90° = 30°:

To, = (R(gy) t?A> _ (R(03T0°) (3, I2)T> _

o vl wla
© ml& w!»—ﬂ
—_ |

N

(Totéz vyjde ptes zavedeny systém R jako T4 = TrETra s Tra = (R(120°),(3,2)7) aTrp = (R(90°), (1,—1)7).)

b)
T, je inverze T 4 podle vzorce T~ = (RT,—RT¢):
B L g gl 0,87 0,5 —1,60
—_ -1 _ .
T =00 = —L \/T§ %+\/§ R~ —8,5 0,087 3,123
0 0 1

Z obrazku bychom museli polohu poc¢atku B ode¢ist na osach x 4, y 4, které nejsou rovnobézné s miizkou (jsou otocené o
120°): souradnice nevyjdou celociselné a odhad je nepfesny. Osy B jsou s mfizkou rovnobézné, proto se Tz 4 odecte piesné
a T je jednodussi dopocitat inverzi.

©)
Bod prevedeme z B do A matici T4 5:
9 3_ V3
H H o2 ; T
tav =Taptpy =Tap| 1| = | 1433 |, t. tay ~(0,63,3,10)".
1
1

Kontrola z obrazku: od pocatku B je V o 2 dilky ve sméru = (nahoru) a o 1 dilek ve sméru y5 (doleva), lezi tedy v bodé
miizky (0,1); jeho vzdalenost od pocatku A je v/32 + 12 = /10 ~ 3,16, stejné jako ||t 4v/|.
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3. Nakreslete systémy ze zadanych transformaci
Je dano Tx, = (R(90°),(—2,1)") a Typ = (R(—45°),(2,1)"); v
systému B lezi bod V, t 5, = (1,1) 7.

a) Nakreslete do mfizky systémy A a B a bod V (postupujte od R 4
pres A). 3
b) Odectéte z nakresu Trp a ovéfte vysledek vypoctem Thp = =
2
c) Odectéte z nakresu ¢y, a ovéfte vypoctem. 14
0 I—p
R
-1 T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
z [m]
( . N
Reseni.
a)

Postupujeme po fetézciR - A =B = V:
« A:pocatek v (—2,1)T, osa x4 je viici 2 otocena o 90° (mifi ve sméru yp), osa y , mifi ve sméru —z 5.
« B: od poc¢atku A jdeme o 2 podél z 4 (nahoru) a o 1 podél y 4 (doleva), tedy do (—3,3)T; osa x 5 je viiéi x 4 otoéend o
—45°, vici z p tedy 0 90° — 45° = 45°.
2 2 g . . T
+ V: od pocatku B o 1 podél z 5 a o 1 podél y, tj. dohromady o v/2 ve sméru yp, do (—3, 3+ \/5) .

5

y [m]
N

R
-1 :
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
z [m]
) R(45°) (=3,3)T
Z nékresu Tpp = ( oT 1 ) Vypoctem je to soucin zadanych matic:
0 -1 -2 h h 2 h —h =3 V2
00 1 0 01 0 0 1
tj. rotaéni blok R(45°) a translace (—3,3) T, jak bylo odeéteno.
©)
Bod prevedeme z B do R matici Ty 5:
h —h =3\ (1 -3
tIéIV = TRB th =|h h 3 11=13+ \/§ ) t.] tRV & (_374741)T5
0 0 1 1 1
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[ coZ odpovida nakresu. }

4. Tri systémy — skladani transformaci
Na obrazku jsou systémy A, B, C a bod P zadany v systému C:

tCP = (170)T & i C
a) Zap1§te TRA’ TRB’ TRC 21
b) Spocitejte Ty g a Ty aznich Ty = Ty Tz Ovéite vysle-
dek piimo z T 4 Tre- el Y P
C) SpOéite_]te tRP’ tAP ath. = 0
wrp =90 ora=180°
d) V jakém poradi se transformace nasobi, chceme-lit 4 p z t - p? I\ RS 12
Napiste vyraz v homogennich soufadnicich a slovné popiste, 5 ‘ '
co kazdy cinitel déla.
B R a— 0 1 2 3 4
T [m]
( . R
Reseni.
a)
Z obréazku (thly méfime od x v kladném sméru, R(270°) = R(—90°)):
Rlpga) tra) _ (RA80) @,-DTY _ (' 5 1
Tra = oT 1 = oT 1 =10 —-1-1/,
0 0 1
Rlprs) trs) _ (RO0) (-2,-07\ _ (] o' 7
Tre={"0or 1 )=\ or 1 ol P
00 1
Rigpe) tro) _ (RC10) @27\ _ [ o5
0 01
b)
Potiebujeme inverze T 5 a Trp (vzorec T~ = (RT,—R't)):
-1 0 1 011
Tea=10 -1 1|, Tgh=|-10 -2
0 0 1 0 01
Hledané transformace jsou souciny (z B do R a pak z R do A, resp. z C do R a pak z R do B):
-1 0 1 0 -1 -2 0 13
Tyg=TraTrp=]10 -1 1|1 0 —1|=|-100]{,
0 0 1 0 0 1 0 01
011 0 12 -1 0 3
Toe =TakTpe=|-10 2| -102|=] 0 —1 -4,
0 01 0 01 0 0 1
tj. Tap = (R(—90°),(3,0)") a Ty = (R(180°), (3, —4) ). Jejich slozenim
0 13 -1 0 3 0—-1-1
0 01 0 0 1 0 0 1
tji. R(pac) = R(90°), t 4o = (—1,—3)T. Kontrola pfimo z R:
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-1 0 1 0 12 0 -1 -1
TehTpre=]10 -1 —-1||-102|=[1 0 -3,
0 0 1 0 01 0 0 1
souhlasi.
©)
Bod P prevedeme z C do R matici T, do A a B pak inverzemi:
0 12\ /1 2
th o =Thotlp=|-102([0|=]1],
0 01/\1 1
-1 0 1 2 =l
thy=Tehthl, =10 -1 -1]|1|=]|-2],
0 0 1 1 1
011 2 2
B =Trpthp=|-10-2||1|=|—-4
0 01 1 1
Kontrola ptes T z b):
0 -1 -1\ /1 =i
th, =Ty otlp=11 0 -3|]0]|=]-2
00 1 1 1
d)
tip = Tap Toc tép = Tra Tro tép-
Cteme zprava doleva: Tz prevede soufadnice bodu z C do B, potom T, 5 z B do A. Vnitini indexy se ,zkracuji* (AB -
BC — AC); porfadi nelze zaménit, Tp~T 45 nema vyznam, protoze vystup T4 (soufadnice v A) neni vstupem Tz
(soutadnice v C).

& J

5. Pohyb systému: v jeho vlastnich, nebo v referen¢nich souradnicich?
Systém A ma T, = (R(30°),(1,2)). Provedeme s nim pohyb M =
T..(2) R(90°), tj. otoceni 0 90° a posun o 2 ve sméru x.

5

a) Spocitejte Tp 4 = Tr 4 M (pohyb zadany v soufadnicich systému A) 41
aTgp » = MTg, (pohyb zadany v soufadnicich R).
b) Nakreslete oba vysledné systémy a slovné popiste, ktery posun a ktera

rotace se kde provedla. % 2
¢) Pro¢ maji oba systémy stejnou orientaci? Platilo by to i v SE(3)?
1]
0,
_1 T
-2 -1 0 1 2 3 4
z [m]
Reseni.
a)
Zadané matice:
B 1] 102)/0-10 012
Tpoa=|1 B8 9|, M=T,(2)R90°)=]|010]||1 0 0|=|10 0
o o1 001)\0 0 1 001
. J
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( R
Nasobeni zprava provadi pohyb v soufadnicich systému A, nasobeni zleva v soufadnicich R:

B _l1)/0-12 -1 - $1+43

Toar =T, M = 1 V3 1 = V3 1

RA RA 5 o 2 0 g (1) o =% 3 )
0 01 0 0 1
0-12)\ (L -11 L 98 g
00 1 2 2 2 2
0 01 0 0 1

Oba rota¢ni bloky jsou R(120°); pocatky jsou tp 4 = (1 + /3, 3)T ~ (2,73,3)T atpy = (0,1)7.

b

A)’ (n&sobeni zprava): posun o 2 probéhl podél vlastni osy = 4 (smér 30°), pocatek se posunul z (1,2) do (1 +/3, 3);
rotace je kolem vlastniho pocatku. A” (nisobeni zleva): cely systém se otoéil o 90° kolem pocatku R (pocatek (1,2) —
(—2,1)) apak posunul 0 2 podél z , do (0, 1). Obecné: Ty, 4 M sklada pohyb v soufadnicich pohybovaného systému, M Ty 4
v soufadnicich referen¢niho systému.

c)
Rovinné rotace komutuji, R(30°)R(90°) = R(90°)R(30°) = R(120°), orientace tedy nezavisi na poradi; lisi se jen trans-

lace. V SE(3) rotace obecné nekomutuji (viz ptiklad 7c), lisila by se i orientace.
. J

6. Kamera, robot a chapadlo
Pohled shora: robot ma referenc¢ni systém R, kamera C je upev-

néna nad stolem s T~ = (R(270°), (3,2)") a chapadlo G je v 3] S
poloze T = (R(45°),(1,2)"). Kamera detekovala objekt P, \/{v oo =45
tcp = (27 I)T' 2 G

a) Spocitejte polohu objektu v systému robota ¢ p.

y [m]

b) Spocitejte T, a polohu objektu v systému chapadla ¢, p

dvéma zpusoby (pfes t zp a pres T ). P

¢) Chapadlo se ma posunout tak, aby jeho pocatek lezel na 01 °
objektu a orientace zustala. Zapiste nové TR, a vektor R
posunu vyjadfeny v Riv G. 14 . : 7 A I 1
z [m]
( R
Reseni.
a)
Zadané matice (h = ‘/TE):
0 13 h —h 1 h h —3h
Tre=|-102]|, Toa=|h h 2|, Tae=|—-h h —h
0 01 0 01 0 0 1
Bod P prevedeme z C do R:
0 13 2 4
th =Thotlp=|—-102([1|=]0
0 01 1 1
b)
T prevadi z C do G: z C do R matici T a z R do G matici T,
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h h —3h 0 13 —h h 2h
0 0 1 0 01 0 0 1

tj. R(pgco) = R(—135°), tge = (\/i, —\/§)T. Poloha objektu v G pfes R (z

h h —3h\ (4
th, = TRl th, —h h —h 0 —5h :
1

—h h 2h )\ (2
e = Mg G = —h h—2h 1| =
1

) a pfimo pies T

-
tj.tgp = (‘/75, —5‘/75) ~ (0,71,—3,54) T v obou ptipadech.

©)
Nova poloha chapadla m4 stejnou rotaci a pocatek v bodé P:
o h —h 4
= (R0 1) _ (13
0 01

-
Vektor posunu vRjetpp —tpe = (3,—2)T,vGjetotyp = (@, —5‘/75) — tentyz vektor vyjadfeny v jiném systému
(délka v/13 v obou). Ekvivalentné posun v soufadnicich chapadla nasobime zprava (piiklad 5):

h—h1\ (10 h h —h 4
Tae =T Ttep)=|h h 2|01 =50 |=|h h O
00 1/\oo 1 00 1

&

7. Transformace v SE(3)

Systém A vznikne z R otocenim o 90° kolem osy z a posunem o 1 podél

T ; systém B otocenim o 90° kolem osy z a posunem do bodu (0,2,1)"

(viz obrazek). Bod P je zadan v B: tgp = (1,1,0)".

a) Zapiste R,(90°), R,(90°) a matice T 4, Trp (4 X 4).

b) Spocitejte tp a t 4 p a ovéite je z obrazku.

c) Spotitejte Ty 5 a ukazte, ze R,(90°)R,(90°) # R, (90°)R,(90°). Jak
vypadaji osy systému, ktery vznikne z R prvni, resp. druhou rotaci?

Reseni.
a)
Rotace o0 90° kolem osy z, resp. x (cos 90° = 0, sin 90° = 1), a homogenni matice 4 x 4:
0-—-10 10 0
R,(90°)=1]1 0 0, R,(90°)=]00 —1 [,
0 01 01 0
0-101 10 0 0
1 0 00 00 —1 2
Tra=10 010" T™RE= |01 0 1
0 001 00 0 1
-
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Sloupce rotaéni matice jsou osy systému vyjadtené vR: x4 = (0,1,0)",y, = (=1,0,0)T, 24 = 2p;25 = (1,0,0) ", y5 =
(07 0, l)T» Zp = (07 —1, O)T

b)
Bod P prevedeme z B do R matici T a zR do A inverzi Tp} = (RZ((?TO T _RZ(Q(; )Tt“):
10 0 0) (1 1
00-12]]1 2
tgP:TRBtgP: 01 0 1 0 = 92|’
00 0 1/)\1 1
0 100\ /1 2
_ —1001]]|2 0
tir=Tritir=| g g10||2]= |2
0 001/\1 1

Kontrola z obrazku: od poc¢atku B jdeme 0 1 podél x5 = z a0 1 podél yg = zp; od pocatku A je bod o 2 podél z 4 = yp

a0 2 podél z.
<)
0 100\(10 0 O 0 0-—-12
-1001]]00 -1 2 —-10 0 1
— -1 — —
Tap=TraTrs=| o 910|lo1 0 1|= 010 1|
0 001/\00 0 1 0 001

ti. Ryp = R,(—90°) R, (90°) at, 5 = (2,1,1)7. Kontrola: Ty s t2, = (2,0,2,1)T, stejné jako v b).

Poradi rotaci:

001 0-1 0
R_(90°)R,(90°)= |1 00|, R,(90°)R,(90°)= [0 0 —1
010 10 0

Prvni souéin (éteno zprava: nejprve rotace kolem x , pak kolem z5) davé systém s osami ' = (0,1,0)", 3" = (0,0,1)7,
2 =(1,0,0)" (sloupce matice); druhy 2’ = (0,0,1)", ¢’ = (—1,0,0)7, 2/ = (0, —1,0)". Prostorové rotace nekomutuji,
poradi ¢initel je podstatné.

~




